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 El comportamiento de vigas de concreto reforzado puede ser 

analizado a través de generar la gráfica Momento – Curvatura (M-

φ) de una sección. El artículo presenta el desarrollo de las 

ecuaciones para generar las gráficas M-φ de secciones 

rectangulares, triangulares y trapezoidales con acero en tensión y en 

compresión. Los puntos de la gráfica, incluyendo los principales: 

Momento de agrietamiento, Momento de fluencia del acero así como 

el Momento de falla con sus respectivas curvaturas, son 

determinados considerando una distribución parabólica para los 

esfuerzos de compresión y lineal para los esfuerzos de tensión en el 

concreto, mientras que los esfuerzos de tensión y compresión del 

acero se consideran bilineales. Se analiza la ductilidad de un 

elemento en flexión de acuerdo al Reglamento del ACI comparando 

la máxima y mínima curvatura correspondiendo al área de acero 

mínima y a máxima respectivamente, así como el efecto de 

proporcionar acero a compresión a un elemento. Por otro lado se 

determina la rigidez del elemento antes de la primera grieta, y se 

analiza la pérdida de rigidez a medida de que el elemento aumenta 

su curvatura hasta llegar a la fluencia del acero y a la falla. 

Keywords– Vigas, Concreto reforzado, Momento curvatura, 

Ductilidad, Rigidez. 

 

INTRODUCCIÓN 

La gráfica Momento- Curvatura nos proporciona puntos de 

momento resistente interno y su curvatura correspondiente para 

un diagrama de deformaciones que cumpla con la 

compatibilidad y equilibrio de fuerzas internas. Los puntos más 

importantes de la gráfica, como se muestran en la fig. 1, son 

aquellos donde los materiales del elemento fallan o fluyen, 

como es el caso del momento correspondiente al agrietamiento 

del concreto a tensión, el momento correspondiente cuando el 

acero empieza a fluir y el momento cuando falla el elemento 

por compresión del concreto. El comportamiento de los 

elementos sujetos a flexión antes de la falla, nos permite 

determinar la curvatura del elemento en el estado de servicio o 

la deformación del acero en tensión. Por otro lado, con la 

gráfica M-φ se puede analizar la influencia del acero en 

compresión antes y después del agrietamiento así como después 

de la fluencia del acero hasta llegar a la falla del elemento. 

Los elementos de concreto reforzado son diseñados bajo la 

teoría de resistencia última usando especificaciones de 

diferentes códigos, asumiendo en la mayoría de los casos una 

distribución rectangular de esfuerzos de compresión del 

concreto y despreciando su resistencia a la tensión. Sin 

embargo, para conocer el comportamiento del elemento antes 

de falla, se asume una distribución parabólica de esfuerzos de 

compresión y una distribución lineal de los esfuerzos de tensión 

del concreto.  

 

 
Fig. 1. Gráfico generalizado de la relación M-φ 

 

SECCIONES CONSIDERADAS 

Se determinan ecuaciones generales para determinar la 

fuerza de compresión de concreto y su localización a partir del 

eje neutro para las siguientes geometrías: Vigas de forma 

trapezoidal, rectangular y triangular como se muestra en la fig. 

2. 

 
Fig. 2. Secciones aplicables para el uso de las ecuaciones generalizadas. 

 

MATERIALES 

Las características mecánicas de los materiales pueden 

aproximarse mediante ecuaciones propuestas para obtener 

analíticamente la resistencia de un elemento. En el caso del 

concreto reforzado, las curvas esfuerzo – deformación del 

concreto y del acero, tanto a tensión como a compresión son 

simplificadas. A continuación se presentan las ecuaciones 

utilizadas para cada uno de los materiales.  

mailto:dalmada@itesm.mx
mailto:a00805938@itesm.mx


2 

 

A. Concreto 

i. Compresión 

Los modelos que autores diferentes han propuesto para 

aproximar la curva esfuerzo – deformación (σ-ɛ) del concreto a 

compresión para concreto no confinado y confinado se 

muestran en la fig. 3. 

 
Figura. 3 Modelo para concreto confinado y no confinado, [3]. 

Los esfuerzos de compresión en el concreto se 

consideraran no lineales y se utiliza la parábola de segundo 

grado y su correspondiente gráfica, fig. 4, presentada por [2] 

para concretos no confinados.  

𝑓𝑐 = 𝑓𝑐
′ [

2𝜀𝑐

𝜀𝑐
′ − (

𝜀𝑐

𝜀𝑐
′)

2

] (1) 

Dónde: 𝑓𝑐
′ representa la resistencia a la compresión del 

concreto, 𝜀𝑐 la deformación unitaria del concreto 

correspondiente al esfuerzo de compresión y 𝜀𝑐
′  la deformación 

cuando alcanza la máxima resistencia e igual a 0.002. 

En la fig. 4 se muestra la curva σ-ɛ del concreto a 

compresión en relación a la máxima resistencia a la compresión 

del concreto, considerando la máxima deformación del 

concreto (εcu), igual a 0.003 en correspondencia a la sección 

10.2.3 del Reglamento ACI 318S-11. 

 

 
Fig. 4 Curva esfuerzo - deformación del concreto a compresión. 

ii. Tensión  

La curva σ-ɛ del concreto a tensión, fig. 5, se obtiene 

graficando una distribución lineal a partir de cero hasta la 

deformación correspondiente al esfuerzo de ruptura (𝑓𝑟) del 

concreto por tensión igual a 13.2 × 10−5, la cual fue calculada 

como se muestra a continuación: 

𝑓𝑟 = 2√𝑓′
𝑐

= 𝐸𝑐𝜀𝑐𝑡𝑚𝑎𝑥 = (15,100√𝑓𝑐
′)𝜀𝑐𝑡𝑚𝑎𝑥  ∴   

𝜀𝑐𝑡𝑚𝑎𝑥 =
2

15,100
= 13.2 × 10−5.  

Dónde: 𝐸𝑐 es el módulo de elasticidad del concreto (8.5 

ACI 318S-11), 𝜀𝑐𝑡 es la deformación del concreto a una 

posición dada.  

 

 
Fig. 5. Curva esfuerzo - deformación a tensión del concreto. 

B. Acero 

 La curva σ-ɛ del acero de refuerzo para tensión y 

compresión se simplifica a una curva bilineal, fig. 6, con las 

ecuaciones presentadas en la tabla 1, donde εy (deformación del 

acero cuando empieza a fluir) y fy el esfuerzo correspondiente, 

εr (deformación del acero al momento de falla), Es (módulo de 

elasticidad del acero) y εs (la deformación del acero). 

TABLA 1. 

ECUACIONES DE LA CURVA ESFUERZO – DEFORMACIÓN DEL 
ACERO DE REFUERZO. 

Rango Ecuación 

Falla por compresión (-εr) hasta -εy σ = - fy 

De -εy a εy σ = Es*εs 

De εy a la falla en tensión (εr) σ = fy 

 

 
Fig. 6. Aproximación de la curva esfuerzo - deformación del acero. 

 

CÁLCULO DE LA FUERZA DE COMPRESIÓN DEL CONCRETO Y SU 
LOCALIZACIÓN. 

La Fuerza de compresión del concreto (Cc), se obtiene 

integrando el diferencial de fuerza desde el eje neutro hasta la 

fibra más alejada en compresión. El diferencial de fuerza se 

determina multiplicando el diferencial de área por el 

correspondiente esfuerzo, como puede observarse en la fig. 7. 

Los esfuerzos de compresión en el concreto en función de la 

distancia x, se determinan según (2), la cual es resultado de 

tomar la (1) que está en función de la deformación del concreto 

y substituir la deformación 𝜀𝑐 en función de la posición x y de 

la máxima deformación 𝜀𝑐,max  .  
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Del diagrama de deformaciones, usando una relación de 

triángulos: 

𝜀𝑐,𝑚𝑎𝑥

𝑐
=

𝜀𝑐

𝑥  
⇒ 𝜀𝑐 =

𝑥∗𝜀𝑐,𝑚𝑎𝑥

𝑐
.  

𝑓𝑐 = 𝑓𝑐
′ [

2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ − (

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ )

2

] (2) 

 
Fig. 7. Fuerza de compresión del concreto 

La fuerza a compresión en el concreto, (4), será el resultado 

de integrar el diferencial de fuerza obtenido como el diferencial 

de área, (3), por el esfuerzo, (2). 

𝑑𝐴 = 𝑏 ∗ 𝑑𝑥 (3) 

𝐶𝑐 = ∫ 𝑑𝐹
𝑐

0
 = ∫ 𝑑𝐴 ∗ 𝑓𝑐

𝑐

0
= ∫ 𝑏 ∗ 𝑓𝑐 ∗ 𝑑𝑥

𝑐

0
 (4) 

La base, b, que considera las geometrías antes 

mencionadas, se expresa en función de la posición del eje 

neutro, c, mediante (5): 

𝑏 = 𝐵1 +
(𝐵2−𝐵1)

𝐻
(𝑐 − 𝑥) (5) 

De esta forma, el diferencial de fuerza se expresa como: 

𝑑𝐹 = [𝐵1 +
𝐵2−𝐵1

𝐻
(𝑐 − 𝑥)] 𝑓𝑐

′ [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ − (

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ )

2

] 𝑑𝑥. 

Integrando (4): 

𝐶𝑐 = ∫ [𝐵1 +
𝐵2−𝐵1

𝐻
(𝑐 − 𝑥)] 𝑓𝑐

′ [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ − (

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ )

2

] 𝑑𝑥
𝑐

0
  

𝐶𝑐 = ∫ {[𝐵1 +
𝐵2−𝐵1

𝐻
(𝑐)] 𝑓𝑐

′ [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ − (

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ )

2

] −
𝑐

0

[
𝐵2−𝐵1

𝐻
] 𝑓𝑐

′ [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥2

𝑐𝜀𝑐
′ − (

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2 𝑥3

𝑐2]} 𝑑𝑥  

𝐶𝑐 = [[(𝐵1 +
𝐵2−𝐵1

𝐻
𝑐) 𝑓𝑐

′] [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥2

2𝑐𝜀𝑐
′ − (

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2 𝑥3

3𝑐2]  ]
0

𝑐

−

[[
𝐵2−𝐵1

𝐻
𝑓𝑐

′] [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥3

3𝑐𝜀𝑐
′ − (

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2 𝑥4

4𝑐2]  ]
0

𝑐

  

𝐶𝑐 = (𝐵1 +
𝐵2−𝐵1

𝐻
𝑐) 𝑓𝑐

′𝑐 [
𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

3
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

] −

(
𝐵2−𝐵1

𝐻
) 𝑓𝑐

′𝑐2 [
2

3

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

4
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

]. (6) 

La localización 𝑋̅, (7), de la fuerza de compresión del 

concreto se obtiene igualando la integral del momento que 

producen los diferenciales de fuerza 𝑑𝐹, por la distancia al eje 

neutro, 𝑥, con el momento que produce la fuerza resultante, 𝐶𝑐, 

por la distancia donde se ubica la fuerza 𝑋̅. 

𝑑𝑀 = 𝑥𝑑𝐹 = 𝑥𝑑𝐴𝑓𝑐 ⟹ ∫ 𝑑𝑀
𝑐

0
= 𝐶𝑐𝑋̅  

𝑋̅ =
∫ 𝑥𝑑𝐴𝑓𝑐

𝑐

0
𝐶𝑐

⁄   (7) 

Integrando el numerador de (7): 

∫ 𝑥𝑑𝐴𝑓𝑐
𝑐

0
= 𝑥 [𝐵1 +

𝐵2−𝐵1

𝐻
(𝑐 − 𝑥)] 𝑓𝑐

′ [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ −

(
𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥

𝑐𝜀𝑐
′ )

2

] 𝑑𝑥  

∫ 𝑥𝑑𝐴𝑓𝑐
𝑐

0
= ∫ {(𝐵1 +

𝐵2−𝐵1

𝐻
𝑐) 𝑓𝑐

′ [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥2

𝑐𝜀𝑐
′ −

𝑐

0

(
𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2 𝑥3

𝑐2]} 𝑑𝑥 − ∫ {(
𝐵2−𝐵1

𝐻
) 𝑓𝑐

′ [
2𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥3

𝑐𝜀𝑐
′ −

𝑐

0

(
𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2 𝑥4

𝑐2]} 𝑑𝑥  

∫ 𝑥𝑑𝐴𝑓𝑐
𝑐

0
= [(𝐵1 +

𝐵2−𝐵1

𝐻
𝑐) 𝑓𝑐

′ [
2

3

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥3

𝑐𝜀𝑐
′ −

(
𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2 1

4

𝑥4

𝑐2]]
0

𝑐

− [(
𝐵2−𝐵1

𝐻
) 𝑓𝑐

′ [
2

4

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥𝑥4

𝑐𝜀𝑐
′ −

(
𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2 1

5

𝑥5

𝑐2]]
0

𝑐

  

∫ 𝑥𝑑𝐴𝑓𝑐
𝑐

0
= (𝐵1 +

𝐵2−𝐵1

𝐻
𝑐) 𝑓𝑐

′𝑐2 [
2

3

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

4
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

] −

(
𝐵2−𝐵1

𝐻
) 𝑓𝑐

′𝑐3 [
1

2

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

5
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

]  

∫ 𝑥𝑑𝐴𝑓𝑐
𝑐

0
= 𝐵1𝑓𝑐

′𝑐2 [
2

3

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

4
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

] +

(
𝐵2−𝐵1

𝐻
) 𝑓𝑐

′𝑐3 [
1

6

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

20
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

]  (8) 

Sustituyendo (8) y (6) en (7) se obtiene (9). 

𝑋̅ =
𝐵1𝑓𝑐

′𝑐2[
2

3

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

4
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

]+ (
𝐵2−𝐵1

𝐻
)𝑓𝑐

′𝑐3[
1

6

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

20
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

]

(𝐵1+
𝐵2−𝐵1

𝐻
𝑐)𝑓𝑐

′𝑐[
𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

3
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

]− (
𝐵2−𝐵1

𝐻
)𝑓𝑐

′𝑐2[
2

3

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ −

1

4
(

𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥

𝜀𝑐
′ )

2

]

   (9) 

 

CÁLCULO DE LA FUERZA TENSIÓN DEL CONCRETO Y SU 

LOCALIZACIÓN.  

La fuerza de tensión, véase fig. 8, del concreto se determina 

integrando el diferencial de fuerza de tensión obtenido como el 

diferencial de área por el esfuerzo de tensión desde el eje neutro 

hasta donde se encuentra ubicado el esfuerzo de ruptura o 

esfuerzo máximo de tensión. La deformación del concreto a 

tensión a una distancia x, se determina del diagrama de 

deformaciones por medio de una relación de triángulos:  

𝜀𝑐𝑡,𝑚𝑎𝑥

ℎ1
=

𝜀𝑐𝑡

𝑥1  
⇒ 𝜀𝑐𝑡 =

𝑥1𝜀𝑐𝑡,𝑚𝑎𝑥

ℎ1
. (10) 
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Fig. 8. Fuerza de tensión y su ubicación 

 

                        

Figura 8.1 Deformación, esfuerzos y fuerza de tensión del concreto.  

Considerando la deformación 𝜀𝑐𝑡,  de (10) podemos 

calcular los esfuerzos a tensión: 

𝑓𝑡 = 𝐸𝑐𝜀𝑐𝑡 = 𝐸𝑐
𝑥1𝜀𝑐𝑡,𝑚𝑎𝑥

ℎ1
.  (11) 

El diferencial de área en tensión, se calcula substituyendo 

el valor del ancho b, de la siguiente forma: 

 𝑑𝐴 = 𝑏𝑑𝑥1. 

𝑏 = 𝐵1 + (
𝐵2−𝐵1

𝐻
) (𝑐 + 𝑥1)  ∴    

𝑑𝐴 = [𝐵1 + (
𝐵2−𝐵1

𝐻
) (𝑐 + 𝑥1)] 𝑑𝑥1. (12) 

El diferencial de fuerza, (13), se calcula como el producto 

del diferencial del área, (12), por el esfuerzo en tensión, (11): 

𝑑𝐹 = [𝐵1 + (
𝐵2−𝐵1

𝐻
) (𝑐 + 𝑥1)] 𝐸𝑐

𝑥1𝜀𝑐𝑡,𝑚𝑎𝑥

ℎ1
𝑑𝑥1 =  

𝑑𝐹 =
𝑓𝑟

ℎ1
[𝐵1𝑥1 + (

𝐵2−𝐵1

𝐻
) (𝑐𝑥1 + 𝑥1

2)] 𝑑𝑥1. (13) 

La fuerza de tensión del concreto (14) se determina 

integrando el diferencial de la fuerza, (13), desde el eje neutro 

hasta donde se encuentre la deformación máxima en tensión 

(𝜀𝑐𝑡𝑚𝑎𝑥), denominada h1, la cual está en función de la máxima 

deformación del concreto a compresión 𝜀𝑐𝑚𝑎𝑥  y de la 

profundidad del eje neutro. 

𝑇𝑐 = ∫
𝑓𝑟

ℎ1
[𝐵1𝑥1 + (

𝐵2−𝐵1

𝐻
) (𝑐𝑥1 + 𝑥1

2)] 𝑑𝑥
ℎ1

0
  

𝑇𝑐 =
𝑓𝑟

ℎ1
[𝐵1

𝑥1 
2

2
+ (

𝐵2−𝐵1

𝐻
) (

𝑐𝑥1
2

2
+

𝑥1
3

3
)]

0

ℎ1

  

𝑇𝑐 =
𝑓𝑟

ℎ1
[𝐵1

ℎ1
2

2
+ (

𝐵2−𝐵1

𝐻
) (

𝑐ℎ1
2

2
+

ℎ1
3

3
)]

 

 

  

𝑇𝑐 = 𝑓𝑟 [𝐵1
ℎ1

 

2
+ (

𝐵2−𝐵1

𝐻
) (

𝑐ℎ1

2
+

ℎ1
2

3
)]

 

 

  (14) 

 

La localización de la fuerza de tensión, (15), a partir del eje 

neutro, se determina integrando desde cero hasta h1, el 

diferencial de momento que produce el diferencial de fuerza por 

la distancia al eje neutro e igualando el resultado al momento 

que produce la fuerza de tensión por la distancia 𝑋̅1, como se 

muestra a continuación: 

𝑥1𝑑𝐹 = 𝑑𝑀
 

⇒ ∫ 𝑑𝑀 = 𝑇𝑐𝑋1
̅̅ ̅ℎ1

0
  

∫ 𝑥1 (
𝑓𝑟

ℎ1
[𝐵1𝑥1 + (

𝐵2−𝐵1

𝐻
) (𝑐𝑥1 + 𝑥1

2)] 𝑑𝑥) = 𝑇𝑐𝑋1
̅̅ ̅ℎ1

0
   

𝑓𝑟

ℎ1
[𝐵1

𝑥1 
3

3
+ (

𝐵2−𝐵1

𝐻
) (

𝑐𝑥1
3

3
+

𝑥1
4

4
)]

0

ℎ1

= 𝑇𝑐𝑋1
̅̅ ̅  

𝑓𝑟

ℎ1
[𝐵1

ℎ1
3

3
+ (

𝐵2−𝐵1

𝐻
) (

𝑐ℎ1
3

3
+

ℎ1
4

4
)]

 

 

= 𝑇𝑐𝑋1
̅̅ ̅  

La ecuación final de la posición de la fuerza de tensión del 

concreto respecto de su eje neutro es: 

𝑋1
̅̅ ̅ =

𝐵1
ℎ1

2

3
+(

𝐵2−𝐵1
𝐻

)(
𝑐ℎ1

2

3
+

ℎ1
3

4
)

𝐵1
ℎ1

2

2
+(

𝐵2−𝐵1
𝐻

)(
𝑐ℎ1

2

2
+

ℎ1
3

3
)

     (15) 

 

FUERZA DE COMPRESIÓN Y TENSIÓN EN EL ACERO 

La fuerza de tensión y compresión proporcionada por el 

acero de refuerzo, (16), se obtiene considerando el área de acero 

multiplicada por el esfuerzo correspondiente:   

𝐹𝑠 = 𝐴𝑠𝜀𝑠𝐸𝑠 ≤ 𝐴𝑠𝑓𝑦 (16) 

La localización de la fuerza será ubicada en el centroide de 

las varillas. 

 

DETERMINACIÓN DE LA GRÁFICA MOMENTO CURVATURA 

Teniendo las ecuaciones correspondientes para determinar 

la fuerza de compresión y tensión de los materiales, tanto del 

concreto como del acero, así como su localización, se procede 

a buscar la posición del eje neutro que cumpla con el equilibrio 

interno, es decir que la suma de fuerzas internas sea cero. Para 

lograr éste objetivo, se programó una hoja de cálculo 

electrónica en el software comercial Excel usando un macro 

programado con el comando “Goal seek” para encontrar el 

valor del eje neutro que cumpla con la condición de que las 

fuerzas de compresión y tensión sean iguales. Posteriormente 

se determina el momento que producen las fuerzas internas y su 

curvatura correspondiente para un diagrama de deformaciones. 

El momento resistente se determina utilizando la (17): 

𝑀 = 𝐶𝑐(𝑑 − 𝑐 + 𝑋̅) + 𝐶𝑠(𝑑 − 𝑑′) − 𝑇𝑐(𝑑 − 𝑐 − 𝑋1
̅̅ ̅).  (17) 

La curvatura, φ, se calcula como la relación entre la 

deformación máxima a compresión y la posición del eje neutro. 

El proceso se repite para determinar varios puntos de la curva 

M-φ, véase fig. 9. 
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Fig. 9.Esquema para determinar el momento y la curvatura de una viga  

Con la hoja electrónica de cálculo mostrada en la tabla 3, 

se podrán determinar las gráficas Momento –Curvatura para 

diferentes tipos de secciones con acero en tensión y 

compresión, y realizar análisis de sensibilidad cuando se le 

proporciona el área de acero mínima ó máxima a la sección.  

 

EJEMPLO 1:  

Ejemplo 1. Determinación de la gráfica Momento 

Curvatura para una viga rectangular doblemente reforzada. . 

La información sobre las dimensiones de la viga, cantidad de 

acero, ubicación y materiales será proporcionada inicialmente, 

desplegando la información obtenida, como se muestra en la 

tabla 2.  

 

  

 

 

 

TABLA 2.  

DATOS CAPTURADOS EN LA HOJA DE EXCEL, EJEMPLO1. 

Datos Nomenclatura Valor Unidad 

Base superior B1 30.00 cm 

Base inferior B2 30.00 cm 

Altura H 50.00 cm 

Resistencia a la 
compresión del concreto 

f'c 250.00 kg/cm 

  ε'c 0.002  

Esfuerzo de fluencia del 
acero 

Fy 4200 kg/cm2 

Módulo de elasticidad 

del acero 
Es 2040000 kg/cm2 

Área de acero en tensión As 11.40 cm2 

Peralte efectivo d 44 cm 

Área de acero en 

compresión 
A's 2.53 cm2 

Peralte de acero a 
compresión  

d' 6 cm 

 

Al utilizar el Macro programado ajusta el equilibrio interno 

de fuerzas y determina el momento resistente interno y la 

curvatura correspondiente, como se observa en la Tabla 3.  

 

 

TABLA 3. 
RESULTADOS FINALES DEL EJEMPLO 1. 

 
 

 

La curva M-φ de la Fig.10, generada con la información 

obtenida de la tabla 3, incluye los puntos correspondientes a: el 

momento de agrietamiento (Mcr), el punto en el que el acero de 

refuerzo a tensión empieza a fluir My y el momento de falla 

Mn. Los puntos generan líneas de tendencia, cuyos quiebres de 

pendiente marcan la pérdida de rigidez del elemento, causado 

por la reducción de la inercia de la sección. En la fig. 10 se 

presenta una comparativa entre la curva generada a partir de 20 

puntos contra una curva M-φ hecha con los tres puntos 

destacables en el comportamiento de una viga. 
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Figura. 10. Momento – curvatura para la viga rectangular doble-reforzada  

 

DUCTILIDAD DEL ELEMENTO A FLEXIÓN. 

La ductilidad  de un elemento sujeto a flexión está asociada 

a la curvatura del elemento en falla, a medida de que la cantidad 

de acero disminuye, la profundidad del eje neutro también 

disminuye aumentando de ésta manera la curvatura. Los 

reglamentos limitan el área de acero entre un mínimo y un 

máximo o una deformación mínima y una deformación 

máxima. El reglamento del ACI establece un área de acero 

mínima (Art 10.5) correspondiente a la máxima deformación 

unitaria del acero y una mínima deformación (0.004) 

correspondiente a la máxima área de refuerzo para cumplir con 

ductilidad. Este rango dúctil es posible graficarlo dentro de la 

curva M-φ para elementos a flexión.  

El eje neutro correspondiente a la mayor cantidad de acero 

en una viga, estará en función del peralte efectivo, d, del 

elemento, como se indica en la siguiente relación: 

𝜀𝑐𝑢

𝑐
=

𝜀𝑐𝑢+𝜀𝑠

𝑑
 

 
⇒  

0.003

𝑐
=

0.003+.004

𝑑
 

 
⇒  𝑐 =

3

7
𝑑 .  

Por lo tanto la curvatura mínima sería igual a 
εcu

c
=

7εcu

3𝑑
 

Según la sección 10.5 del ACI 318S-11 el área de acero 

mínima, As, mín, para vigas rectangulares se calcula por medio de 

(18): 

𝐴𝑠,𝑚𝑖𝑛 =
0.8√𝑓′𝑐

𝑓𝑦
𝑏𝑑 ≥

14

𝑓𝑦
𝑏𝑑 . (18) 

Sin embargo, (18) no satisface los casos en los que los 

elementos no sean rectangulares por lo que necesitaremos 

obtener la deformación unitaria del acero ligada a (18), para lo 

que se calcula la posición del eje neutro mediante equilibrio de 

fuerzas internas.  Considerando que para una viga rectangular 

en falla, la fuerza de compresión del concreto es 𝐶 =
 0.75f′c c b  (considerando la distribución parabólica de 

esfuerzos). 

𝐶 = 𝑇  ∴   0.75𝑓′𝑐  𝑐 𝑏 =  𝐴𝑠,𝑚𝑖𝑛𝑓𝑦 . 

De donde se despeja para As, mín.: 

𝐴𝑠,𝑚𝑖𝑛 =  
0.75 𝑓′𝑐  𝑐 𝑏

𝑓𝑦
 . (19) 

Y al sustituir (19) en (18) se obtiene la función del eje 

neutro: 

𝑐 =  
14𝑑

0.75 𝑓′𝑐  
 ≤

0.8 𝑑√𝑓′
𝑐

0.75 𝑓′
𝑐 

 . (20) 

La curvatura máxima sería igual a: 
εcu

c
=

0.75 f′c εcu

14𝑑
 

 

Por otro lado la deformación máxima del acero en tensión 

puede ser obtenida substituyendo el valor de la profundidad del 

eje neutro de la expresión 20, en el diagrama de deformaciones 

en falla. 

𝜀𝑠 =  𝜀𝑐𝑢(𝑑
𝑐⁄ − 1) = 𝜀𝑐𝑢 (

0.75 𝑓′𝑐 𝑑

14𝑑 ó 0.8√𝑓′𝑐𝑑 
− 1)  (21) 

Para f′c < 306
𝐾𝑔

𝑐𝑚2  se usa el 14 en la ecuación 21 y para 

f′c > 306
𝐾𝑔

𝑐𝑚2   se usa el 0.8√f′c.  En la tabla 4 se presentan los 

valores máximos de deformación unitaria del acero en función 

de f′c correspondientes a una viga rectangular con área de acero 

mínima. 

TABLA 4.  

Ɛsmáx en función de f’c. 

f'c 100 150 200 250 280 300 350 

ɛsmáx 0.0125 0.0202 0.0280 0.0357 0.0404 0.0427 0.0477 

 

Nota: Con la máxima deformación obtenida en el acero, 

será posible calcular el mínimo refuerzo en un elemento de 

cualquier sección y no solo para los casos de vigas 

rectangulares.  

EJEMPLO 2:  

Ejemplo 2. Determinación de la curvatura máxima y 

mínima para la viga de sección trapezoidal, fig. 11, utilizando 

las ecuaciones determinadas en este artículo. Los datos  de la 

sección se muestran en la tabla 5. 

TABLA 5.  

DATOS EJEMPLO 2. 

Datos Nomenclatura Valor Unidad 

Base superior B1 50 Cm 

Base inferior B2 90 Cm 

Altura H 60 Cm 

Resistencia a la 
compresión del concreto 

f'c 250 kg/cm2 

  ε'c 0.002   

Esfuerzo de fluencia del 
acero 

fy 4,200.00 kg/cm2 

Módulo de elasticidad 

del acero 
Es 2,000,000 kg/cm2 

Peralte efectivo d 53.78 Cm 

Area de acero minima As, mín 8.75 cm2 

Area de acero máxima As, máx 43.08 cm2 
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Fig. 11. Ejemplo 2 

La hoja de Excel antes mencionada fue usada para la 

realización del ejemplo 2, realizando dos curvas M-φ utilizando 

dos áreas de acero diferentes, las correspondientes a la mínima 

y la máxima, y graficada a partir de 20 puntos. Con los 

resultados obtenidos se graficó la fig. 12: 

 
Figura. 12. Momento vs Curvatura asociada al área de acero mínima y 

máxima 

El rango sombreado de la fig. 12, es el resultado de 

delimitar las curvaturas máximas para los casos de As, mín. y As, 

máx. En el caso del ejemplo los rangos se encuentran ubicados 

en: 

𝜑𝑚á𝑥 =  
𝜀𝑐,𝑚á𝑥

𝑐
= 16.99 × 10−5  1 𝑐𝑚⁄  

𝜑𝑚í𝑛 =  
𝜀𝑐,𝑚á𝑥

𝑐
= 77.87 × 10−5  1 𝑐𝑚⁄  

Para el caso de la curva M-φ obtenida usando el As,mín se 

observa que los momentos que se obtienen conforme crece la 

curvatura, se mantienen ligeramente cercanos al momento 

asociado al momento de agrietamiento (Mcr).  

 

FACTORES DE SEGURIDAD Y CURVATURA EN SERVICIO  

El factor de seguridad de un elemento sujeto a flexión 

depende de la relación de carga muerta y carga viva ya que los 

factores para cada una de las cargas varían. Las combinaciones 

de carga para el diseño de elementos a flexión recomendadas 

por el ACI 318S-11 considerando solo los efectos de cargas 

gravitacionales (carga muerta y viva) sobre el elemento son: 

 U = 1.4 D 

 U = 1.2 D + 1.6 L 

De estas combinaciones, para los rangos típicos de carga, 

la segunda es la más crítica con la máxima carga de diseño. Los 

rangos de la carga viva en relación a la carga muerta en 

estructuras con fines habitacionales o de oficina, se encuentran 

en un orden de: 0.5 ≤
𝑊𝐿

𝑊𝑚
≤ 1.5 

El factor de seguridad, FS, está dado por la relación entre 

la carga ultima vs la carga de servicio: 

Cuando WL =0.5 Wm 

𝑊𝑢 = 1.2𝑊𝑚 + 1.6(0.5 𝑊𝑚) = (1.2 + 0.8) 𝑊𝑚 = 2 𝑊𝑚  

𝑊𝑠 = 𝑊𝑚 + 0.5 𝑊𝑚 = 1.5𝑊𝑚  

𝐹. 𝑆. =
𝑊𝑢

𝑊𝑠
=  

2𝑊𝑚

1.5𝑊𝑚
= 1.33  

Cuando WL =1.5 Wm 

𝑊𝑢 = 1.2𝑊𝑚 + 1.6(1.5 𝑊𝑚) = (1.2 + 2.4) 𝑊𝑚 = 3.6 𝑊𝑚  

𝑊𝑠 = 𝑊𝑚 + 1.5 𝑊𝑚 = 2.5 𝑊𝑚   

𝐹. 𝑆. =
𝑊𝑢

𝑊𝑠
=  

3.6 𝑊𝑚

2.5 𝑊𝑚
= 1.44  

Por otro lado, en la teoría de resistencia última se reduce el 

momento resistente de diseño por un factor de reducción que 

varía entre 0.8166 a 0.9 dependiendo de la deformación del 

acero en tensión entre 0.004 a mayor o igual a 0.005 

respectivamente.  

El rango obtenido de 1.33 y 1.44, debe de considerar los 

factores de reducción de diseño.  Entonces finalmente se tiene 

un rango de F. S. que ronda aproximadamente entre 1.47 y 1.76. 

Dichos factores se pueden reescribir como porcentaje del 

momento máximo si se calcula su inverso, quedando 0.68 y 

0.57 respectivamente como se muestra en la fig. 13.  

A continuación se presenta la gráfica de la fig. 13 

correspondiente a una viga rectangular de 30 x 60 con un 

armado de 4 varillas #6 y concreto de f’c de 250 kg/cm2.  

 

 
Figura. 13. Rango de factores de seguridad en viga rectangular. 

 

La curvatura asociada al rango que delimitan los factores 

de seguridad es de 3.2 a 3.8 [x10-5 1/cm]. 
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La deformación promedio del acero, ɛs  asociada al rango 

entre los factores de seguridad es de 0.00136, lo que quiere 

decir que se encuentra a un 64% en relación a 0.0021 que es la 

deformación a la que el acero empieza a fluir, ɛy. 

Conocer el estado de servicio de un elemento a flexión 

puede ser posible en caso de plantear un rango de factores de 

seguridad. Dicho rango encierra un momento de servicio y una 

curvatura asociada del 57-68 (%) del momento máximo 

resistente. La deformación unitaria del acero, podrá calcularse 

a partir de la curvatura asociada al rango mencionado y la razón 

de que tan alejado este la deformación respecto a la 

deformación ɛy dependerá en gran parte a la rigidez de la 

sección.  

 

 

EFECTO DEL ACERO EN COMPRESIÓN EN ELEMENTOS A FLEXIÓN. 

 

Generando las gráficas de Momento Curvatura, se puede 

visualizar las principales ventajas de utilizar acero en 

compresión: Reducir la curvatura en la etapa de servicio, 

aumentar la resistencia nominal  e incrementar la ductilidad del 

elemento en falla. 

El acero en compresión en un elemento a flexión es 

proporcionado comúnmente como una alternativa para cumplir 

con el requisito de ductilidad. En el diseño de elementos de 

concreto reforzado se determina el área de acero en tensión que 

cumpla con los requerimientos de resistencia, sin embargo 

cuando el área de acero proporcionada, redondeada a varillas 

comerciales, es mayor a la máxima área de acero permitida por 

el reglamento o la deformación del acero en tensión es menor a 

0.004, es necesario aumentar el tamaño de la sección, aumentar 

la resistencia del material o proporcionar área de acero en 

compresión. El comportamiento de un elemento doblemente 

reforzado puede ser analizado a través de la gráfica Momento- 

Curvatura y comparado con el comportamiento de un elemento 

con refuerzo en tensión únicamente. 

La fig. 14 muestra tres gráficas de una viga rectangular: con 

refuerzo en tensión equivalente al área de acero máxima 

permitida Asmax, con refuerzo en tensión mayor al área de acero 

máxima As> Asmax y proporcionando al segundo caso la mínima 

cantidad de acero en compresión para que cumpla con 

ductilidad. 

TABLA 6. 

DATOS UTILIZADOS PARA LA VIGA RECTANGULAR. 

Datos Generales Nomenclatura Valor Unidad 

Base superior B1 40.00 cm 

Base inferior B2 40.00 cm 

Altura H 60.00 cm 

Resistencia a la 

compresión del 

concreto 

f'c 250.00 kg/cm 

 ε'c 0.002  

Esfuerzo de fluencia 

del acero 
Fy 4,200 kg/cm2 

Módulo de 

elasticidad del acero 
Es 2,000,000 kg/cm2 

Peralte efectivo d 54.00 cm 

Acero de refuerzo máximo 

Área de acero 

máximo en tensión 
As máx. 41.17 cm2 

Acero de refuerzo para viga que no cumple ductilidad 

Área de acero en 

tensión As 50.7 cm2 

Acero de refuerzo para viga doblemente reforzada 

Área de acero en 

tensión As 50.7 cm2 

Área de acero en 

compresión A's 10.14 cm2 

Localización del 

acero en compresión d' 6.00 cm 

 

 
Figura. 14. Efecto del refuerzo en compresión en una viga de CR. 

La curva M-φ, al ser calculada con el área de acero máximo 

permitido, marca el límite de resistencia y ductilidad para el 

elemento con refuerzo en tensión únicamente. Aumentar el área 

de acero en tensión aproximadamente en un 20%, aumenta la 

resistencia del elemento, pero reduce la curvatura y por lo tanto 

no cumple con los requisitos de ductilidad en falla. Para la viga 

estudiada, con 50.7 cm2 a tensión, proporcionar 10.14 cm2 en 

compresión (equivalente aproximadamente al 20% del área de 

acero en tensión), permitirá que la viga se comporte dentro de 

los límites de ductilidad permitidos por el reglamento del ACI. 

 

ANÁLISIS SOBRE LA PÉRDIDA DE RIGIDEZ EN DIFERENTES 

ESTADOS DEL ELEMENTO 

La rigidez a flexión es la característica que tiene un 

elemento, producto del módulo de elasticidad y de la inercia de 

la sección, a medida de que la sección se sigue deformando, las 

grietas crecen, disminuyendo así la inercia de la sección.  En 

términos gráficos, en la curva M-φ nos podemos referir a la 

rigidez como la pendiente de la línea generada al unir los puntos 

de la gráfica. 
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Utilizando la comparativa mostrada en el ejemplo anterior, 

fig. 14, se realiza un análisis a las 3 diferentes pendientes que 

contienen las tres vigas, como se muestran  en las figuras 15, 16 

y 17.  

 

 1er pendiente: inicio – punto de agrietamiento del 

concreto 

 

La rigidez obtenida en esta sección puede aproximarse a la 

misma para las 3 rectas, promedio igual a 22.63 kg-m2, donde el 

valor máximo y el mínimo difieren en menos del 6 por ciento. 

Lo anterior debido a que antes del agrietamiento, el concreto a 

tensión es el que toma la mayor participación sobre el efecto del 

acero de refuerzo, y dado que las 3 vigas tienen el mismo valor 

de f’c, las pendientes resultan cercanas aun y cuando la 

diferencia en el acero de refuerzo es mayor al 25 por ciento. 

 
Figura. 15. 1er pendiente: inicio – punto de agrietamiento del concreto. 

 

 2da pendiente: agrietamiento del concreto – fluencia 

del acero 

 
Figura. 16. 2da pendiente: agrietamiento del concreto – fluencia del acero. 

En la tabla 7 se listan las rigideces correspondientes a la 

segunda pendiente para cada uno de los casos. 

 

 

TABLA 7. 

2DA PENDIENTE: AGRIETAMIENTO DEL CONCRETO – FLUENCIA 

DEL ACERO 

VIGA Rigidez EI [kg-m2] 

Reforzada con Asmáx 9.83 

No dúctil 10.4 

Doblemente reforzada 12.09 

 

La rigidez obtenida en esta sección puede observarse que 

aumenta en un 20 por ciento (de la viga doble reforzada a la 

viga con acero máximo en tensión). 

 

 3er pendiente: Fluencia del acero – falla del 

elemento 

 

 
Figura. 17. 3er pendiente: Fluencia del acero – falla del elemento. 

Las rigideces correspondientes a la tercera pendiente para 

cada uno de los casos se listan en la tabla 8. 

TABLA 8. 

3ER PENDIENTE: FLUENCIA DEL ACERO – FALLA DEL ELEMENTO. 

VIGA Rigidez EI [kg-m2] 

Reforzada con As,máx -0.01 

No dúctil -0.43 

Doblemente reforzada 0.24 

 

En este tramo, la rigidez tiende a cero, tal y como se 

observa en la fig. 17, indicando que no hay incremento 

significativo en resistencia una vez que fluye el acero de 

refuerzo en tensión. 

 

CONCLUSIONES 

 Tanto generar como utilizar las hojas electrónicas de 

cálculo para realizar el análisis de un elemento a flexión, facilita 

visualizar su comportamiento y representa una alternativa 

didáctica para entender los conceptos agrietamiento en el 

concreto, fluencia del acero, ductilidad y falla del elemento.  

 
 El momento máximo resistente de una viga con área 

de acero mínima es ligeramente mayor al momento de 
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agrietamiento, como se observa en la fig. 12. El área de acero 

mínima le proporciona ductilidad al elemento en falla 

equivalente a la curvatura máxima en dicha gráfica.  

 El momento actuante de servicio en un elemento a 

flexión se encuentra a un 65% de su máxima capacidad 

resistente y la curvatura en servicio se encuentra a un 60% de la 

curvatura asociada a la de fluencia y menor al 10% de la 

curvatura referenciada a falla, como puede observarse en las 

figura 13, para los casos donde:  la carga viva 0.5Wm  ≤ WL ≤ 

1.5Wm, los factores de seguridad para cargas gravitacionales 

sean (1.2 Wm + 1.6 WL) y un factor de reducción de resistencia 

entre (0.8166 ≤ Ø ≤ 0.9). 

 Proporcionar acero en compresión a un elemento, 

aumenta la resistencia nominal, aumenta  la ductilidad en falla 

y proporciona mayor rigidez al elemento entre el momento de 

agrietamiento y el momento donde inicia la fluencia del acero, 

por lo que la curvatura o deformación correspondiente al 

momento de servicio se ve reducida, como se nota en la figura 

14. 

 La pendiente de la curva M – φ  representa la rigidez 

del elemento. La rigidez antes del agrietamiento se ve afectada 

principalmente por la resistencia a la compresión del concreto 

(f’c) y por la sección transversal. Después de este punto, la 

rigidez del elemento se ve afectada por la cantidad de acero en 

tensión y aumentada dicha rigidez si se le proporciona acero en 

compresión, por último, la rigidez tiende a cero una vez que el 

acero en tensión fluye.  

 La contribución de la fuerza a tensión del concreto 

para el cálculo del momento de agrietamiento deberá ser 

siempre considerada.  

 La contribución de la fuerza a tensión del concreto 

para el cálculo del momento My es menor de 0.5%  

 La contribución de la fuerza a tensión del concreto 

para el cálculo del momento a falla para el caso estudiado es del 

orden de 0.0164 %, por lo que se explica lo establecido por el 

reglamento ACI 318S-2011, “La resistencia a tracción del 

concreto no debe considerarse en los cálculos de elementos de 

concreto reforzado sometidos a flexión y a carga axial, excepto 

cuando se cumplan los requisitos de 18.4 referente a concreto 

presforzado”.  
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