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Abstract— The analysis of the variational behavior of
the variables that are part of a function is an important
aspect in the construction of mathematical models that
describe phenomena of reality, a skill that is fundamental in
the training of future engineers. This article presents the
results of a study whose objective was to describe and analyze
the levels of covariational reasoning presented by
engineering students within the theoretical framework
proposed by Carlson and Larsen (2003). For this purpose, a
questionnaire was designed with problem situations that
inquired about the identification of intervals of variability,
growth, decrease, stability, as well as the description and
analysis of the behavior of the variables that make up a
function, represented in different registers. The assessment
of the forms of reasoning was carried out quantitatively and
qualitatively, with an exploratory and descriptive perspective,
with 38 students participating in the environmental
engineering degree at the National University of Moquegua.
The results indicate that the covariational reasoning shown
by a large part of the students is concentrated within level 1
and II, showing that, although they coordinate the direction
of the changes between the variables, they do not
discriminate the quantity, as well as the behavior of the
reason that occurs between these changes.
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Resumen— El andlisis del comportamiento variacional de las
variables que forman parte de una funcion constituye un aspecto
importante en la construccion de modelos matemdticos que
describen fenomenos de la realidad, habilidad que resulta
fundamental en la formacion de los futuros ingenieros. Este
articulo presenta los resultados de un estudio cuyo objetivo fue
describir y analizar los niveles de razonamiento covariacional que
presentan estudiantes de ingenieria dentro del marco tedrico
propuesto por Carlson y Larsen (2003). Para tal propdsito se
disefi6 un cuestionario con situaciones problémicas que
indagaban sobre identificacion de intervalos de variabilidad,
crecimiento, decrecimiento, estabilidad, asi como la descripcion y
andlisis del comportamiento de las variables que componen una
funcion, representada en diferentes registros. La valoracion de las
formas de razonamiento se realizo de manera cuantitativa y
cualitativa, con una dJptica exploratoria 'y descriptiva,
participando 38 estudiantes de la carrera de ingenieria ambiental
de la Universidad Nacional de Moquegua. Los resultados indican
que el razonamiento covariacional que muestran gran parte de
los estudiantes se concentran dentro del nivel 1 y 11, poniendo en
evidencia que, si bien coordinan la direccion de los cambios entre
las variables, no llegan a discriminar la cantidad, asi como el
comportamiento de la razon que se produce entre dichos cambios.

Palabras Claves- Acciones mentales, niveles de razonamiento,
variacion, cambio.

l. INTRODUCCION

Dentro del marco de las carreras de ingenieria, ya sea a
nivel epistemoldgico asi como de formacién profesional, el
papel que cumple la matematica es imprescindible. Identificar
la relacion que existe entre los conceptos de ingenieria con
los matematicos es de vital importancia dentro del proceso de
ensefianza y debe permitir al estudiante de ingenieria, el
desarrollo de habilidades y estrategias para comprender los
fendmenos que se presentan a su alrededor. EI manejo de
conceptos matematicos en un proyecto de ingenieria obliga a
aceptar que dichos proyectos han sido planeados teniendo en
cuenta el pensamiento matematico [1]. El enfoque de dicho
pensamiento tiende al andlisis de las relaciones entre las
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variables de un fendmeno o procesos a través de los vinculos
establecidos entre los conceptos matematicos y su
caracterizacion por medio de conceptos [2]. Segln lo anterior,
la matematica permitird el acceso a otros conocimientos,
permitiendo la generacion de habilidades que el futuro
ingeniero necesita para desenvolverse satisfactoriamente, por
lo cual, los modelos matematicos que permiten el enlace entre
la teoria matematica y el mundo cotidiano constituyen una
opcion didactica importante en la formacion de los ingenieros
[3]. En este sentido, resulta importante la modelacion de
relaciones funcionales para la interpretacién de modelos de
eventos dindmicos y para la comprension de los conceptos
principales del calculo [4].

Sin embargo, en el ambiente universitario, el aprendizaje
de la matematica en las carreras de ingenieria constituye un
problema evidente que se refleja a través del ndmero creciente
de estudiantes que reprueban las asignaturas de esta area del
conocimiento, asi como en la escasa interpretacién que
asignan a los diferentes conceptos matematicos que se
abordan a nivel superior. Todo ello, se afianza en muchos
casos por la preferencia de los docentes hacia la ensefianza
tradicional, asi como a la forma pasiva en que los estudiantes
enfrentan su aprendizaje de tipo matematico [5]. Muchas
investigaciones han constatado que la ensefianza tradicional
ha sido poco efectiva, centrando su actuar a la comprension
de algoritmos de resolucion mecénica de ciertos ejercicios
tipo, generando dificultades en la comprension adecuada de
conceptos y métodos de pensamiento que son el centro de la
matemaética [6]. Se puede lograr que los estudiantes calculen
limites, derivadas o integrales sin que sean capaces de asignar
un sentido mas amplio a las nociones involucradas en su
comprensién [7].

Los estudiantes prefieren actuar de manera mecanica,
restringiendo su trabajo a la aplicacién de férmulas conocidas
para encontrar resultados inmediatos y al manejo algoritmico
de las variables que forman parte de un modelo matematico,
sin cuestionar como es el tipo de dependencia que entre ellas
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existe y sin analizar realmente el comportamiento de esas
variables [5]. Los estudiantes ingresan a la universidad con
una comprension deficiente sobre las funciones e incluso
estudiantes académicamente talentosos, tienen dificultades
para modelar relaciones funcionales de situaciones que
involucran la razon de cambio cuando varia continuamente
en una relaciéon dependiente con otra variable [4]. Las
dificultades de los estudiantes que se presentan en cursos de
calculo devienen de su poca familiarizacion con la
construccion de modelos, sus propdsitos, convenciones,
representaciones y sus significados en términos de las
situaciones que representan y el tipo de problema que se
quiere resolver [8].

En este marco, las dificultades que presentan los
estudiantes para relacionar conceptos que se caracterizan por
su dindmica con sus representaciones graficas y su
movimiento, pueden ser analizadas a través de la variacion

[9].

Investigaciones realizadas los Gltimos afios en educacion
matematica, subrayan lo importante que constituye identificar
el dinamismo de ciertos conceptos matematicos y el estudio
de procesos de variacién [10]; de manera particular se llama
la atencion sobre el valor de la percepcién, la identificacion y
caracterizacion de la variacion en diferentes contextos para el
desarrollo del pensamiento matematico [11].

El presente estudio tuvo como objetivo describir y
analizar el nivel de razonamiento covariacional en
estudiantes de ingenieria cuando tienen que analizar
situaciones problémicas sobre comportamiento variacional de
funciones, considerando que representa un elemento
importante en la comprension del cambio de fenémenos de la
vida real y su entendimiento es eje indispensable en la
formacién matematica de estudiantes universitarios.

Para este propoésito, la descripcion y anélisis del
razonamiento covariacional de los estudiantes se efectu
dentro del marco tedrico donde se define al razonamiento
covariacional como las actividades cognitivas implicadas en
la coordinacion de dos cantidades que varian mientras se
atiende a la forma en que cada una de ellas cambia con
respecto a la otra [4]. En tal sentido, la descripcién y analisis
del razonamiento covariacional de los estudiantes, exige la
evaluacién de 5 acciones mentales (Tabla 1), las cuales estan
relacionadas con 5 niveles de razonamiento.

TABLA1 )
ACCIONES MENTALES PARA LA COVARIACION

Coordinacién de la direccion del cambio de una variable

AM2 . -
con los cambios en la otra variable.

Coordinacién de la cantidad de cambio de una variable con

AM3 los cambios de la otra

Coordinacion de la razén de cambio promedio de la
AM4 funcién con los incrementos uniformes del cambio en la
variable de entrada.

Coordinacion de la razén de cambio instantanea de la
AM5 funcién, con los cambios continuos en la variable
independiente para todo el dominio de la funcion.

Accion mental Descripcion de la accién mental

Coordinacion del valor de una variable con los cambios en

AMIL la otra

Fuente: Carlson et al (2003)

Segun este marco teorico, la AM1 constituye el inicio de
las habilidades de razonamiento covariacional . El estudiantes
tiene que ser capaz de coordinar los cambios de una variables
con respecto de otra, a través de un proceso que inicia con la
identificacion de las diferentes magnitudes involucradas en el
fendmeno: constantes, parametros y variables; continda con
la identificacion de los tipos basicos de variacion que
presentan las magnitudes variables detectadas, para culminar
la accion con la coordinacion de las formas de relacionarse
dichas magnitudes en una relacién de dependencia.

El avance que se da en la accién mental AM2, es el
hecho de que, ademas de identificar los cambios en las
variables, también se coordina el sentido en el que se da este
cambio; es decir, se identificara que al cambiar una de las
variables la otra presenta una disminucion o aumento. Aqui
es donde se requiere describir el fendmeno como un conjunto
sucesivo de estados, que estan marcados o definidos por los
valores numéricos que poseen las magnitudes variables en
cada uno de ellos. Para dar sentido y direccion a los cambios
de las magnitudes variables durante el transcurso del
fenébmeno, se comparan dos de sus diferentes estados,
llaméandolos estado inicial y estado final. Con lo anterior
podemos decir que para evidenciar AM2, exigiremos la
identificacion del comportamiento variacional general que
esta presentando el fenémeno: crecimiento, decrecimiento.

La accion mental AM3 se enfoca en la cuantificacion del
cambio, de tal manera que se lleva a cabo la coordinacién de
la cantidad de cambio en la variable independiente, con la
cantidad de cambio de la variable dependiente.

En la acciéon mental AM4, se presenta de una forma clara
la coordinacién entre los cambios uniformes de la variable
independiente con los cambios de la variable dependiente,
hablando claramente de la existencia de la razén de cambio
promedio para cada intervalo considerado.

La accién mental AM5 es alcanzado cuando se logra
pasar de la coordinacion de la razon de cambio promedio a la
razon de cambio instanténea para el continuo de instantes del
fenémeno observado.
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Las acciones mentales propuestas en este marco teorico
permiten la clasificacion de los estudiantes en niveles de
razonamiento covariacional (Tabla 2) los cuales se sustentan
en la expresion de determinadas acciones mentales.

TABLA?2
NIVELES DE RAZONAMIENTO COVARIACIONAL

Niveles Caracteristica

En el nivel de coordinacion, las imagenes de covariacion
pueden sustentar a la accién mental de coordinar el cambio
de una variable con cambios en la otra variable (AM1)

Nivel 1 (N1)
Coordinacion

En el nivel de direccion, las imagenes de la covariacion
pueden sustentar a las acciones mentales de coordinar la

N&?Lgcgynz) direccion del cambio de una de las variables con cambios
en la otra. Las acciones mentales identificadas como AM1
y AM2 son sustentadas por imagenes de N2.
En el nivel de la coordinacién cuantitativa, las imagenes de
Nivel 3 (N3) la covariacion pueden sustentar a las acciones mentales de

coordinar la cantidad de cambio en una variable con
cambios en la otra. Las acciones mentales identificadas
como AM1,AM2 y AM3 son sustentadas por las imagenes
N3

Coordinacion
cuantitativa

En el nivel de la razén promedio, las imagenes de
covariacion pueden sustentar a las acciones mentales de
coordinar la razén de cambio promedio de una funcién con
cambios uniformes en los valores de entrada de la variable.
La razén de cambio promedio se puede descomponer para
coordinar la cantidad de cambio de la variable resultante
con los cambios en la variable de entrada. Las acciones
mentales identificadas como AML1 hasta AM4 son
sustentadas por imagenes N4

Nivel 4 (N4)
Razén promedio

En el nivel de la razon instantanea, las imagenes de
covariacion pueden sustentar a las acciones mentales de
coordinar la razén de cambio instantanea de una funcién
con cambios continuos en la variable entrada. Este nivel

Nivel 5 (N5) incluye una consciencia de que la razén de cambio
Razo6n de cambio | instantanea resulta de refinamientos mas y mas pequefios
instantanea en la razén de cambio promedio. También incluye la

consciencia de que el punto de inflexion es aquel en el que
la razén de cambio pasa de ser creciente a decreciente, o al
contrario. Las acciones mentales identificadas como AM1
a AMB5 son sustentadas por las imagenes de N5

Fuente: Carlson et al (2003)

Estos niveles son progresivos y atienden el caracter
dindmico de las acciones mentales, queriendo decir con esto
gue mientras mas alto es el nivel, se espera que el tipo de
razonamiento covariacional que se logra vaya siendo mas
preciso y refinado, resultado de la evolucion del razonamiento
en el nivel anterior. Lo anterior implica lo que sin duda es
una caracteristica en la que ponen especial énfasis los autores:
cada nivel de razonamiento sustenta la actividad mental con
la que esta relacionado directamente, pero a su vez tiene que
sustentar todas las actividades mentales que preceden a ella.
Se dice que un individuo ha alcanzado un determinado nivel
de razonamiento covariacional si sustenta las acciones
mentales asociadas con ese nivel y con los niveles
precedentes.

Il. METODOLOGIA

El enfoque de investigacion utilizado en este estudio es
cuantitativo cualitativo, dentro de un marco descriptivo y
explicativo en relacién a los niveles de razonamiento
variacional y las dificultades que presentan los estudiantes
ante situaciones problematicas disefiadas en torno al cambio y
variacion de las variables que forman parte de una funcion.

Fase 1. Determinacion de muestra

La poblacion estuvo conformada por estudiantes de la
carrera de ingenieria ambiental de la Universidad Nacional de
Moquegua en Pert. Se trabajo con una muestra no
probabilistica de tipo intencional conformada por 38
estudiantes (61% varones y 39% mujeres) distribuidos de la
siguiente manera: 20 (65% varones y 35% mujeres) del curso
de Matematica Basica y 18 (56% varones y 44% mujeres) del
curso de Calculo 1. Dichos estudiantes tenian edades que
oscilaban entre 16 y 19 afios.

Fase 2. Disefio y descripcion de instrumento de
investigacion

Se disefid6 y validd un cuestionario compuesto de 5
situaciones problematicas construidas en diferentes registros
de representacion de las funciones: grafico, tabular, verbal.
Las preguntas que componian dichas situaciones giraban en
torno a la identificacion de intervalos de variabilidad,
crecimiento, decrecimiento, estabilidad, asi como la
descripcion y analisis del comportamiento de las variables
que componen una funcion.

La primera situacion problematica se diseiid dentro del
registro grafico y mostraba el comportamiento de la velocidad
de cierto mévil. Se formularon 8 cuestiones que exigian del
estudiante el analisis grafico dentro del marco de la variacion
y el cambio y acciones caracteristicas a los niveles I, 11 y III
de razonamiento. La descripcion de estas interrogantes asi
como las acciones esperadas por los estudiantes se muestran a
continuacion:

TABLA3 )
ACCIONES MENTALES REQUERIDAS EN LA SITUACION 1
Item Descripcion Accion
A El estudiante debe identificar las variables AM1

involucradas en la grafica

A través del andlisis gréfico, el estudiante debe
B identificar los intervalos de tiempo donde la AM2
velocidad esté creciendo

A través del analisis gréfico, el estudiante debe
C identificar los intervalos de tiempo donde la AM2
velocidad esté decreciendo

A través del analisis gréfico, el estudiante debe
D identificar los intervalos de tiempo donde la AM2
velocidad es estable
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A través del analisis grafico, el estudiante debe

E identificar los intervalos de tiempo donde la AM3
velocidad aumenta més
A través del analisis grafico, el estudiante debe

F identificar los intervalos de tiempo donde la AM3

velocidad disminuye menos

A través del analisis grafico, el estudiante debe
G identificar los intervalos de tiempo donde la AM3
velocidad aumenta mas rapido

A través del analisis grafico, el estudiante debe
H identificar los intervalos de tiempo donde la AM3
velocidad disminuye més lento

Fuente: Elaboracion Propia

La segunda situacion problematica también se disefi6
dentro del registro grafico, y demandaba del estudiante la
coordinacion entre este registro y el registro verbal. En esta
actividad se mostraba la grafica del ritmo que siguieron 4
personas en un determinado tramo de una carrera, asi como la
descripcién verbal del comportamiento observado por las 4
personas. El desarrollo de esta actividad exigia la puesta en
marcha de la accion mental AM3.

La tercera situacion se presentd en el registro grafico y
describia el comportamiento del costo de Ilamadas en relacién
a la duracién y la distancia con la que se efectud la llamada
que exigian del estudiante acciones caracteristicas del nivel I
y Il de razonamiento. Aqui se plantearon aqui 5 interrogantes
cuya descripcion y acciones esperadas por los estudiantes se
muestra a continuacion:

TABLA 4 )
ACCIONES MENTALES REQUERIDAS EN LA SITUACION 3
Iitem Descripcion Accion
A El estudiante debe identificar las variables involucradas AM1

en la gréfica

El estudiante debe marcar dentro de la grafica la
B | ubicacion del costo de determinada Ilamada en AM2
comparacion a la llamada efectuada por otra persona

El estudiante debe analizar los datos de la grafica e
identificar cual de las personas llamé de mayor distancia
El estudiante debe analizar los datos de la grafica e
identificar cual de las personas llamé de menor distancia
El estudiante debe analizar los datos de la grafica e
E | identificar cual de las personas llamaron a una misma AM2
distancia y duracién
Fuente: Elaboracion Propia

AM2

AM2

La cuarta situacién se present6 en el registro grafico y
giraba en torno a los ingresos obtenidos segln las toneladas
de agregados de construccion vendidas. El anélisis grafico
variacional exigia al estudiante acciones propias de los
niveles I, I, 111 y IV de razonamiento. En esta actividad se
formularon 6 interrogantes cuyas descripciones y acciones
mentales esperadas por los estudiantes se muestran a
continuacion:

TABLAS
ACCIONES MENTALES REQUERIDAS EN LA SITUACION 4
Item Descripcion Accion

A !EI estudiante debg_ identificar las variables AM1
involucradas en la gréfica
El estudiante debe identificar la dependencia entre

B . AM1
las variables mostradas
El estudiante debe identificar el ritmo de variacion

C del ingreso en intervalos iguales de toneladas AM4
vendidas
El estudiante debe determinar el ingreso obtenido

D para una cantidad de toneladas que no se muestra AM4
en la grafica
El estudiante debe determinar el ingreso obtenido

E para una cantidad de toneladas que no se muestra AM4
en la grafica
El estudiante debe determinar la férmula

F matematica para el ingreso obtenido segin la AM4
cantidad de toneladas vendidas

Fuente: Elaboracion Propia

La ultima situacion problematica, se presentd en el
registro tabular y mostraba las distancias recorridas por dos
moviles cerca del tiempo 3 segundos. La naturaleza de la
actividad y de las 2 interrogantes propuestas exige que el
estudiante active las acciones mentales propias del nivel V de
razonamiento.

Fase 3. Evaluacion de resultados obtenidos

Luego de aplicar el cuestionario a los estudiantes, se
efectuaron anélisis descriptivos porcentuales del nimero de
estudiantes segln nivel de razonamiento covariacional asi
como de la cantidad de respuestas correctas segun los items
considerados en cada situacion problematica. Ademas, se
efectuaron analisis de varianza de un factor para identificar
diferencias entre las medias obtenidas por los estudiantes, a
nivel de asignaturas como a nivel de género. Por otro lado, el
analisis de las respuestas de los estudiantes a cada una de las
situaciones propuestas se efectud desde una Optica cualitativa,
en su forma exploratoria y descriptiva [12].

Los items considerados para la evaluacion del nivel de
razonamiento covariacional de los estudiantes se muestran en
la siguiente tabla:

) TABLAG
ITEMS RELACIONADOS A LOS NIVELES DE RAZONAMIENTO
Nivel items
| 1a, 3a, 44, 4b

1 1b, 1c, 1d, 3b, 3c, 3d, 3e

11 le, 1f, 1g, 1h, 2
v 4c, 4d, 4e, 4f
\Y 5a,5b

Fuente: Elaboracién Propia
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Para que un estudiante sea considerado dentro de un
nivel de razonamiento, se manejo el criterio que debe
contestar adecuadamente, por lo menos la mitad de items de
cada nivel y todos los items de los niveles anteriores.

I1l. RESULTADOS

A continuacién se presentan los resultados encontrados
luego de la aplicacion del instrumento de investigacion:

A. Nivel de Razonamiento Covariacional

Se encontro que el 45% de los estudiantes se encuentran
en el nivel | de razonamiento covariacional, de los cuales el
76% de ellos respondieron menos de la mitad de los items
correspondientes al nivel Il. Ademas, el 32% de los
estudiantes se encuentran en el nivel 1l de los cuales el 75%
de ellos respondieron algunos items del nivel 1ll. Por otro
lado, s6lo el 11% de los estudiantes se encuentran en el nivel
Il de los cuales el 75% de ellos respondieron algunos items
del nivel IV. El 5% de los estudiantes se encuentran en el
nivel 1V y solo el 8% se encuentra en el nivel V.

TABLA7
NIVELES DE RAZONAMIENTO EN ESTUDIANTES
Nivel fi fi%
| 17 45
I 12 32
1] 4 11
v 2 5
\Y% 3 8

Fuente: Cuestionario aplicado a estudiantes

Dado el carécter recursivo de los niveles, podemos
afirmar que el 100% de los estudiantes pueden identificar y
coordinar cambios entre las variables presentes en las
situaciones que se presentaron en el cuestionario. El 32% de
ellos logran incluso coordinar la direccion de estos cambios y
11% de ellos consiguen cuantificar los cambios en las
variables. Las cuestiones relacionadas a la evaluacion de
razones de cambio tanto promedio como instantaneas sélo
han sido abordadas por el 5% y 8% del total de estudiantes.
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Fig. 1 Porcentaje de estudiantes seguin nivel y asignatura

Calculo 1
Matemdtica Basica

En cuanto al nivel de razonamiento covariacional de los
estudiantes por asignatura, se verifica que, tanto en
estudiantes de Matematica Béasica como en Célculo I, el
mayor porcentaje se encuentran en el nivel I (50% en
Matematica Basica y 39% de Calculo I) lo cual indica que la
mayor parte de estudiantes solo identifica las variables y
coordina sus cambios. Si bien los demas estudiantes reflejan
que han superado este nivel en ambas asignaturas, s6lo un
porcentaje reducido de estudiantes (5% en Matematica Béasica
y 6% en Calculo) logran evaluar la razén de cambio promedio
que los ubica en el nivel 1V; mientras que sélo el 5% en
Matematica Bésica y el 11% en Célculo | logra evaluar la
razon de cambio instantanea ubicandose en el Nivel V.

En funcién a lo anterior, se plantearon las siguientes
hipotesis, en cuanto a las medias obtenidas por los estudiantes
de ambas asignaturas cuando resolvieron el cuestionario:

Ho: No existen diferencias significativas entre las medias
obtenidas de los estudiantes de las asignaturas de Matematica
Bésica y Calculo |

H1: Existen diferencias significativas entre las medias
obtenidas de los estudiantes de las asignaturas de Matematica
Bésica y Calculo |

TABLAS8
PRUEBA DE DIFERENCIA DE MEDIAS POR ASIGNATURAS
Asignatura M DS F p
Matematica Bésica 7.55 3.53 19.4 0121
Calculo | 8.48 4.15

Fuente: Cuestionario aplicado a estudiantes

En la tabla 8, se tiene que el valor “p” es de 0.121el cual
es mayor al nivel de significancia 0.05. Por lo tanto, se
rechaza la hipoétesis alternativa H1, afirmando que no existen
diferencias entre las medias obtenidas en la resolucion del
cuestionario por los estudiantes, tanto de Matematica Bésica
como de Célculo I. Ademés, las medias obtenidas nos
muestran que en ambos grupos de andlisis, el desenvolviendo
no es el adecuado

Este resultado pone de manifiesto que, si bien los
estudiantes en ambos grupos han desarrollado temas
relacionados al manejo de las funciones, no han desarrollado
en el desarrollo de sus clases actividades dirigidas al analisis
de la variacion y el cambio de las variables, lo cual no les ha
permitido desarrollar una nocién basica de la razon de
cambio, ya sea promedio como instantanea.

Lo anterior evidencia la forma tradicional de ensefianza a
la cual los estudiantes han sido expuestos, donde se ha
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privilegiado el manejo de algoritmos de célculo y no la
comprensién de los conceptos matematicos.

TABLA9 ) )
NIVELES DE RAZONAMIENTO SEGUN GENERO
Varones Mujeres
Nivel
fi fi% fi fi%
| 12 52 5 33
I 7 31 5 33
1 1 4 3 20
v 1 4 1 7
V 2 9 1 7

Fuente: Cuestionario aplicado a estudiantes

A nivel de género, la Tabla 9 muestra que en general s6lo
el 17% de los varones supera el nivel Il de razonamiento
covariacional, mientras que en el caso de las mujeres el 34%
supera este nivel. Se puede observar que hay mas mujeres que
varones tanto en el nivel | como en el nivel 111, lo cual indica
que mas mujeres no logran superar la etapa de identificacion
y coordinacion de los cambios de las variables, asi como
también hay mas mujeres que logran identificar la direccion
en la cual estos cambios se producen.

Lo anterior nos permiti6 el planteamiento de las
siguientes hipdtesis, en relacion a las medias obtenidas por
los estudiantes a nivel de género cuando resolvieron el
cuestionario:

Ho: No existen diferencias significativas entre las medias
obtenidas de los estudiantes seguin su género

H1: Existen diferencias significativas entre las medias
obtenidas de los estudiantes segun su género

TABLA 10 i )
PRUEBA DE DIFERENCIA DE MEDIAS SEGUN GENERO
Género M DS F p
Varones 7.27 3.98 234 0.0256*
Mujeres 9.09 3.37

Fuente: Cuestionario aplicado a estudiantes

En la tabla 9, se tiene que el valor “p” es de 0.0256 el
cual es menor al nivel de significancia 0.05. Por lo tanto, la
hipétesis nula Ho se rechaza y afirmamos que las mujeres
mostraron un mejor desempefio y presentan un mejor nivel de
razonamiento covariacional que los varones. En general, las
mujeres manejan mejor el analisis de la variacion y el cambio
de las variables dentro de situaciones problémicas disefiadas
en torno a las funciones reales de variable real. Sin embargo,
a pesar de esta diferencia, los valores de las medias

encontradas reflejan que en ambos grupos de analisis, el
desempefio no es adecuado.

B. Descripcion de las respuestas a las situaciones
problematicas

El analisis de los resultados obtenidos en cada una de las
situaciones problematicas propuestas a los estudiantes nos
sefiala lo siguiente:

100
e 87
80
60 - st 53

3 -
40
24
20 - | B B | ' 11
|

0 ——

la 1b 1c 1d le if 1g 1h

Fig. 2 Porcentaje de respuestas correctas en situacion problémica 1

En relacion a la primera situacion, los items que menores
porcentajes de respuestas correctas obtuvieron fueron los
relacionados con el nivel Il (le, 1f, 1g, 1h). Todos los
estudiantes lograron identificar las variables dentro de la
situacion presentada (1a), mientras que mas del 50% de ellos
(1b, 1c, 1d) lograron avanzar y efectuar un adecuado analisis
gréfico y evaluar el crecimiento, decrecimiento y estabilidad
de la velocidad en la situacién presentada. Sin embargo,
cuando la actividad sugirié la evaluacion de la cantidad y
forma como se produce el cambio de velocidad, los
estudiantes mostraron mayores problemas. Estas dificultades
en el andlisis grafico por parte de los estudiantes podrian
deberse a las carencias que mostraron para poner en
correspondencia términos como: “aumenta mas rapido” o
“disminuye menos”; con lo que la grafica muestra.

En relacién a la segunda situacion problémica, ésta
demandaba del estudiante poner en correspondencia el
registro grafico con el verbal. Los enunciados propuestos
exigian de los estudiantes realizar acciones no sélo para
interpretar e identificar la direccién de los cambios de las
trayectorias de las 4 personas mencionadas, sino ademas
deberian haber cuantificado esos cambios. Los resultados
obtenidos muestran que solo el 45% de los estudiantes
lograron dar respuesta adecuada a esta actividad, lo que
refleja que este tipo de acciones no son familiares en los
estudiantes, lo cual no les permite a la mayoria de ellos
ubicarse dentro del nivel 11 de razonamiento covariacional.
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Fig. 3 Porcentaje de respuestas correctas en situacion problémica 3

En esta actividad, el 100% logré identificar las variables
dentro de la situacion problémica. Sin embargo, los items que
exigian cuantificar el costo de las llamadas segun la distancia
y el tiempo, fueron los menos respondidos (3c, 3d y 3e). El
item 3b que exigia la determinacion del costo de la Ilamada
de una persona en comparacién a otra que se muestra de la
grafica obtuvo un porcentaje aceptable de respuestas
correctas. Consideramos que las dificultades de los
estudiantes para afrontar esta actividad que exigia en esencia
acciones del nivel Il, se han generado por el sistema de
representacion elegido para presentar esta actividad, a la cual
no han estado habituados.
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Fig. 4 Porcentaje de respuestas correctas en situacion problémica 4

En la situacién 4, todos los estudiantes lograron la
identificacién de las variables (4a) mientras que la mayoria de
ellos identificaron ademés el tipo de relacién entre dichas
variable (4b). El desarrollo de los demas items generd
mayores dificultades en los estudiantes, reflejando los
obstaculos que encuentran cuando deben coordinar la razén
de cambio de las variables propuestas en intervalos iguales
(4c). Esto incluso no les permite hacer uso de esta
informacion para predecir otros resultados, generando
porcentajes bajos de respuestas correctas (4d, 4e, 4f). Las
dificultades encontradas en esta actividad podrian deberse a

una limitada comprension de lo que es una “razén” y el tipo
de informacion que ella proporciona.

En relacion a la situacion 5, sdlo el 8% de los estudiantes
respondi6 correctamente el item 5a y nadie el 5b. Estos
resultados reflejan las dificultades de los estudiantes para el
andlisis del comportamiento de las razones de cambio y
determinar la concentracion de las mismas, Esta situacion
tampoco fue prevista por los estudiantes de Calculo I, los
cuales ya realizaban el tema limite de una funcién.

1V. DISCUSION

El presente estudio tuvo como objetivo analizar y
determinar los niveles de razonamiento covariacional de
estudiantes de ingenieria, dentro del marco tedrico propuesto
en [4]. Los estudiantes que formaron parte de este estudio,
abordaron el tema funciones, no solo en su etapa escolar, sino
también en el desarrollo de su primer semestre de estudios.
Incluso, los que cursaron Calculo 1, han trabajado
herramientas mas elaboradas como el limite de una funcién.
A pesar, de estas caracteristicas en los estudiantes, los
resultados obtenidos en el estudio reflejan que gran parte de
ellos, dentro de un contexto grafico, pueden coordinar y
evaluar la direccion del cambio de las variables que forman
parte de una relacion funcional. Sin embargo, cuando las
actividades exigen el manejo de acciones mentales para
coordinar la cantidad de cambio que se produce en las
variables, y sobre todo, la razén de estos cambios, ya sea en
intervalos iguales como en instantes determinados, las
dificultades que encuentran los estudiantes son mayores

Gran parte de esto se debe a la forma como se aborda el
concepto de funcion dentro de las aulas de clase. En muchos
casos, se trabaja de manera puntual, como una herramienta
para calcular valores de la funcién para determinados valores
de su variable independiente, obviando sus multiples
representaciones y su importancia para generar modelos
matematicos que expliquen los fendmenos de la realidad en
base al analisis de la variacién y el cambio. Esto permite que
se afiance en las aulas, el método de ensefianza basado en la
algoritmizacion de métodos analiticos [13], generando en los
estudiantes dificultades para entender adecuadamente los
conceptos y métodos de pensamiento dentro de la matematica

[6].

El manejo de los recursos gréficos y algebraicos que
involucren al concepto de funcion, representan indicadores
importantes para evaluar su variacion y el comportamiento de
esta variacion. Los resultados muestran que los estudiantes no
han sido expuestos a actividades que prioricen el anélisis del
comportamiento variacional de las funciones. También refleja
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que la nociéon de “razén” no estd muy afianzada en los
estudiantes, aun si se encuentran cursando cursos de Calculo.

Esto trae consigo la necesidad de hacer un cambio en la
forma como se aborda este concepto a nivel escolar y en el
primer ciclo de estudios universitario en carreras de
ingenieria, centrando la atenci6én en actividades que
desarrollen el andlisis de la variacion y la comprensién de los
objetos matematicos como herramientas para cuantificar,
describir pronosticar la rapidez de variacién de los fenomenos
de la naturaleza [14].

V. CONCLUSIONES

El nivel de razonamiento covariacional de los estudiantes
de ingenieria, segun el marco tedrico propuesto por Carlson et
al (2003) se encuentra concentrado en gran medida en los
niveles 1 y I1, con lo cual los estudiantes logran identificar y
coordinar el cambio entre las variables de una funcion; y en
algunos casos logran determinar la direccidn con la cual estos
cambios se producen. Sin embargo, enfrentar situaciones
donde deben cuantificar los cambios producidos les genera
muchas dificultades, encontrando mayores problemas cuando
deben identificar el comportamiento de la razon de cambio,
ya sea a nivel de intervalos o en instantes determinados.

RECOMENDACIONES

La comprension de los objetos mateméticos a nivel
universitario en estudiantes de ingenieria debe estar orientada
al manejo de los mismos como herramientas imprescindibles
para determinar, explicar y predecir el comportamiento
variacional de una funcién que determina un modelo de
explicacién de determinado fendmeno de la realidad. En este
sentido, es recomendable un giro en la forma como este objeto
matematico es tratado dentro del aula, centrando su
ensefianza dentro de un contexto de la variacién y el cambio.
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