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Resumen

Los sistemas cuyo estado depende del tiempo y recursos que son recuperables forman un clase importante de sistemas generales. Cada
nuevo método amplia las posibilidades de investigacion de procesos tipicos de la naturaleza y de algunas actividades humanas. Se presenta
un estudio sobre la evolucién de sistemas dinamicos con un recurso A y se plantea el caso de dos recursos recuperables con un parametro
individual comun, basandose en los fundamentos y principios elaborados en la modelacion de sistemas. Se propone un modelo matematico
adecuado para simular y analizar tales sistemas con la teoria de operadores funcionales con desplazamiento. Se hace una investigacion de
graficas de funcién con cambio del parametro individual (peso) en el tiempo (ciclos). Con la investigacion de estos modelos se tiene la
posibilidad de obtener solucion de problemas en sistemas naturales y de produccion.
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Introducciéon

El objetivo principal de este trabajo es mostrar el modelo matematico y los resultados graficos y funcionales de un sistema con
uno y dos recurso recuperables. Este modelo matemadtico sirve como base para tratar diferentes problemas de investigacion de sistemas
cuyo estado depende del tiempo, por ejemplo, explotacion econdémica maxima, el problema de la toma de recursos, del periodo minimo de
evolucidn del sistema. Se pueden plantear problemas analdgicos para sistemas con dos recursos renovables. La matemdtica o el conocimiento
necesario para la modelacién adecuada a nuestros principios es la teoria de las ecuaciones funcionales con desplazamientos.

El documento muestra los desarrollos de los modelos para uno y dos recursos recuperables, asi como las gréficas de la evolucién y las zonas
prohibidas o limitantes de obtencién de beneficios cuando algunas de los pardmetros son o mal considerados o los tiempos de toma de
recursos no son respetados, es conveniente mencionar que desde el punto de vista aleatorio o estocdstico en su conjunto, no se exhibe, por
ejemplo problemas de contingencia por sucesos aleatorios, como por ejemplo epidemias o elementos inherentes que no son posibles de evitar
una vez que el sistema inicia su proceso.

Se propone un modelo matemdtico apropiado para simular y analizar tales sistemas con la teoria de los operadores funcionales con
desplazamiento. Se hace una investigacion de graficas de la funcién de cambio del pardmetro individual (peso) con el tiempo (ciclos). Con los
modelos obtenidos es posible realizar investigacion en la solucidon de problemas de sistemas naturales y sistemas de produccion. Se hace un
estudio de las graficas de la funcién de cambio del pardmetro individual (peso) con el tiempo (ciclos).

.1 Objetivo

Mostrar un modelo matemdtico apropiado para simular y analizar sistemas dindmicos con un recurso recuperable usando un pardmetro
individual comuin con los fundamentos y principios elaborados en la modelacién, usando la teoria de operadores funcionales con
desplazamiento.



2 Principios de modelacion

La modelacién de sistemas dindmicos con recursos recuperables, ha sido uno de los grandes temas de investigacién en andlisis funcional,
particularmente en lo que se refiere a ecuaciones funcionales con desplazamiento, en este tipo de modelos intervienen, entre otras cosas, el
tiempo, el nimero de elementos (volumen) o bien la poblacién, la madurez de dichos elementos o envejecimiento, principalmente cuando se
trata de objetos con vida (como es el caso de los peces), su reproduccion, alimentacién , muerte, etc. Los pardmetros individual y de grupo x

y V(x,1) respectivamente, se relacionan en el tiempo £, a ser iguales.

2.1 Sistema con un recurso
En los trabajos [Karelin, 2004, 2005, 2006] se construyé un modelo ciclico de sistemas dindmicos con recursos recuperables.

Sea S un sistema con un recurso A . Brevemente describimos nuestra concepcién del modelado:

L ala descripcion del sistema S todos los cambios que ocurren en el intervalo j, =[,,t, + 7] se sustituyen por los resultados finales;
I1. nos interesa la dependencia V(X,f) que muestra la apreciacién cuantitativa de objetos con pardmetro X los cuales estdn en el sistema

en el momento 7. El pardmetro X se llama el pardmetro individual, x € [x ]. el pardmetro V(x,t) se llama el pardmetro de grupo,

min * xmax

se puede dar la separacion de los pardmetros individuales y de grupos.

El estado del sistema S en el momento inicial #, se describe por la distribucién continua del pardmetro de grupo por el pardmetro individual,

esto es por la funcién de densidad
v(x,t,) =v(x).

En el transcurso del tiempo los elementos del sistema pueden cambiar su pardmetro individual (los peces aumentan su peso, la forma de las
particulas sufren modificaciones). En general las modificaciones de los pardmetros individuales se describen en un desplazamiento ﬂ (x).

El estado del sistema S en el momento f =7, +7 es

Vout, +T) =B B
dx

Durante el periodo j, =[f,,f, +T'] se puede extraer g (x) como el resultado de la utilidad del proceso y tendremos una nueva distribucién
de densidad

Yty +T) = VLB Bx) - g(x):
dx

si en los procesos se disminuye el volumen por la mortalidad natural u otro especifico se tomard en cuenta indicidndolo con Ia funcién
coeficiente d(x)

V(x,t, +T) = d(x)v[ﬁ(x)]%ﬁ(»c) ey

las entradas, salidas naturales y artificiales del sistema se encuentran con el sumando p(x). La reproduccion de los elementos se toman en

consideracion por el término 7(x)V(x).

El estado final del sistema S en el tiempo 7, +7 y se escribe como:

Yty +T) = d(x)v[ﬁ(x)]%ﬁ(xm(x)v(x) ~ g+ p().

Si nuestra meta es conservar el estado del sistema S , se mantendrd dentro y fuera en el tiempo # =, como en el tiempo t =?, +7 por lo

cual es necesario dar una proporcién de equilibrio

v(x,ty) =v(x,t, +T)



para funciones de densidad continuas.
Sustituyendo las expresiones para los puntos extremos, se obtiene una ecuacién de balance para el modelo ciclico del sistema S

V(x) = d(x) S VI B0)]+ r(x)v(x) — g (x) + p(x)

Rescribiendo la ecuacién en la forma
a(x)v(x) =b(V[ ()] = f(x),
donde
a(x)=1-r(x), b(x)=d(x), f(x)=p(x)-gx),

o en la forma operador

(Av)(x) = f(x)

siendo

A=al -bW,. (V)0 =v@). Wwko) =B vIBXL.

2.2 Sistema con dos recursos
Generalizando nuestro modelo con dos recursos recuperables ﬂ.l R ﬂz y un parametro individual comin x . Para el recurso ﬂ.l el intervalo es

I, xel,, ypara A, es I,, xeI,.
Al intervalo temporal [f,,t, + 7] se parte en subintervalos T, =[t,_,,¢,]1, k =1,2,..n,t =t,+T . Usualmente se escogen periodos

relacionados con los cambios de temporada, en el caso de que estd influya en el sistema, o simplemente condiciones que el sistema S exige.

Los procesos de cambio del pardmetro individual x, x€ I,  del primero recurso /11 en el periodo 7, se dan por un desplazamiento

X), y para el segundo recurso en el periodo se da por X), Xe .
L (X) 1 d A, enel periodo T}, sed 5 (x) I,

Repitiendo el procedimiento de 2.1 se obtiene un sistema de dos ecuaciones funcionales con desplazamientos en cada intervalo 7, para dos
funciones de densidad: V,, (x) =V,(x,?,) que es la distribucién del pardmetro de grupo por el pardmetro individual x, x € I, en el tiempo
t=t,,k=0L2,..,ny Vv, (x)=V,(x,t,) que es la distribucién del pardmetro de grupo por el pardmetro individual x, x€ I, en el
tiempo t =1,, k =0,1,2,...,n. Por ejemplo la funcién V,,(x) =V, (x,1,)es la distribucién en el tiempo inicial ¢ =, para el recurso A, ,
v, (x) =V, (x,1,) es la distribucién en el tiempo f =1, para el recurso A,, V,, (x) =V,(x,t,)es la distribucién en el tiempo final

t =t, parael recurso A,.

Las ecuaciones de balance para el modelo abierto del sistema S con dos recursos son

v (x, 1) =d, (x, 1) B (x, 0V, (B, (x,1)),1,) + 1, (x, 1)V, (x, 1) + p,(x,1,) — g,(x,1,), xe I,
V,(x, 1) =d,(x, 1) 5 (0 Wo (B, (x,1,),8,) + 1, (xX,1) WV, (x,1,) + p, (x,1,) — g, (x,1,), xe€ 1,

Vv, (x,1,) =d, (x5, 1,) B, (x, 0V, (B, (x,1,), 1) + 1, (x, 1, )V, (x,8) + p,(x,1,) — g,(x,1,), x€ I,
V,(x,1,) =d,(x,1,) 5 (x, 1, o (B, (x,1,),8,) + 1, (X, 1,)V, (x,1,) + p, (x,1,) — g, (x,1,), x€ I,

Vl ('x’ tn) = dl (x’ tn )IBI,(X’ ln )Vl (ﬂl (x’ tn )’tn—l ) + rl (x’ ln )Vl (x’ ln—l ) + pl ('x’ tn) - gl ('x’ tn )’ X€E Il
V2 (x’ tn) = d2 ('x’tn )ﬁ; (x’tn )VZ (182 (‘x’tn )’tnfl ) + r2 (x’ tn )V2 (x’tnfl ) + p2 ('x’tn) - g2 (‘x’tn )’ Xe 12

o en forma compacta

V.(x,t,)=d.(x,t ) B/t W, (B (x, 8.0, )+ 1,6t WV, (1, )+ p(x,t)—g.(x,t,), xel, i=12;, k=12,..,n.



Escribimos el sistema de 7 ecuaciones funcionales en forma operador. Se introducen operadores de desplazamiento pesado con la derivada

(B,@)x)=B/(x,t )l B, (x,1,)]

y se obtiene

v, (x,t,)=d;(x,t,)B,V,(x,t,_ ) +r,(x,t,)Iv.(x,t, )+ p,(x,t,)—g,(xt,),i=12; k=12,...,n.

y
Vi () =V, (x,1,) = (A v )X) + pi (.t ) = g, (1), vy () =V (),
en donde
(A 9)(x) = d, (x,1,)(B, @)(x) + 1, (x,1, )T P)(x)
Consideraciones:

1. Aqui se tiene que todas operaciones relacionadas con los sumandos p, (x,t f )y g, (x,t i ) se realizan al final del periodo T, =lt,_.t1].
Sin considerar que los procesos de entrada, salida natural y artificial fuera del sistema se realizan al inicio del periodo T, =[¢,_,,f, ] es

necesario suponer que el sumando g, _,(x) = ¢q,(x,t,_,) y nuestro sistema de ecuaciones seria:

Vit ) = (A Vi )0 + (A gy )X + pi(x.1,) = g, (x,1,),

o bien
V(x,t,) = (NyVy_ ) (x),

en donde

(N @)(x) = (A, 9)(X) + (A gy )(X) + P (6, 1,) = 8, (X, 1)

t t=t,.

Se puede expresar como depende el estado del sistema dindmico en el tiempo =1 del estado del sistema en el tiempo inicial

Vi t,) =Ny Ny . .NpNyvi)(x), vy =vilxt,) (*)

Este modelo matematico sirve de base para plantear e investigar diferentes problemas de sistemas cuyo estado depende del tiempo. En

Karelin, 2005 . . P L . .

[ ’ | se consideraron unos, el problema del manejo econémico maximo, el de la toma los recursos, o del periodo minimo. O
plantear problemas anal6gicos de sistemas con dos recursos renovables.

La teorfa matematica adecuada a los principios de modelado es la teorfa de las ecuaciones funcionales con desplazamientos. En general en

operador NN, ...N,N,V, es un operador no lineal En el caso cuando g, (x)=p,;(x,t,)=g,(x,t,) =0 el operador

N,N,_,...N,,N,V,, esunoperador lineal funcional con desplazamientos

2. Modelo ciclico. Si la meta es guardar el estado del sistema S, que se quedard dentro y fuera en el tiempo f = f,como en el tiempo

t =t,+T esnecesario dar una proporcion de equilibrio
vi(xty) =v(xt, +T), v, (x)=v,(x),

v(x,ty)=v(x,t,+T), V,(x)=V, (x)

3 _ v, (x,t,) _ Vo (X) _ _ v, (x,t,) _ v,,(x)
L Mo [ SRR YR LA K ped B M

donde



Substituyendo se obtiene:
Vip(X) = (N, Ny N Nyvig J(X), Vg =Vi(X,24), Vg =V (X,1) .

|:N1nN1nl "'N12Nll 0 :| [VIO (X)J :[VIO (X)J
0 Ny Ny e Ny Ny [\ Vo (X) Vo (X)

Como base de aplicacién de los métodos aproximados es importante conocer las condiciones de existencia y unicidad de las soluciones de la
ecuacion de balance. En [Karlovich, 1984], [Karelin, 1980], se investigaron

o en la forma vectorial

problemas de invertibilidad de operadores funcionales con
desplazamiento en espacios de Holder y de Lebesgue con peso.

3 Dependencia de la edad
Se hace un andlisis del cambio del cambio de pardmetro individual del recurso A. La funcién @ = @(x) muestra como se cambia el

parametro individual X supongamos que se trata del peso dentro del intervalo de tiempo 7' que corresponde a un ciclo. Si un objeto tiene
peso X dentro el periodo 7" su peso se transforma en el peso &(X), como se muestra en la figura 1.

a =a(x)

x
>

Figura 1. Se muestra graficamente cémo el objeto aumenta su peso a medida que se cierra el ciclo.
o

A

Figura 2. Se muestra graficamente cémo el objeto pierde peso de un ciclo a otro



a = a(x)

7 -

Figura 3. Se muestra graficamente el comportamiento de coémo el sistema puede ser reiterativo

La condicién de la existencia de trayectorias ciclicas es la pertenencia a la gréfica de la funcién y = @(x) un punto (a (x0), Xo) o de otra

forma hay trayectorias ciclicas si la grafica contiene puntos simétricos a respecto de la bisectriz y = X, como se muestra en la figura 4.

A o

Figura 4. En ciclos mas complicados de orden n forman los puntos (a " (X)), X, )

Investigamos la siguiente grafica de la figura 5.

o
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Figura 5. Objetos que tienen el peso x € (d,l) no podran saltar por este intervalo (d,/)y su peso no podrd se mayor que /.



El rectangulo corresponde a un intervalo en el que se encuentra el peso de objetos para los cuales las condiciones son adversas, dichos objetos
se desgastan y bajan de peso. Segtn la grafica 5 en este espacio rectangular los objetos tienen peso X € (a,b) U(c,d).

Las condiciones de la existencia formacién de un espacio rectangular como el de la figura d = &(d), [ = a(l), cumpliéndose en el

intervalo (d,l) una desigualdad d < (x) <[, x€ (d,l). Los objetos con peso X € (b,c) salen de este intervalo (d,l) y después
suben de peso en ciclos préximos.

A o o = a(x)

X

dt kI
Figura 6. El drea rectangular tiene un comportamiento mas complicado.

Los objetos que estdn en el intervalo (d,[) pueden superarlo. Son aquellos que tienen el peso menor que el valor &(d): x€ (t,k) . Los

objetos que tienen peso X € (7, p) salen del drea rectangular como lo indican las flechas de la figura 6.

ﬂ‘ o o =a(x) a=a(x4), x>M
/]
/i
A i
A .
N
» X
x7 x d [ M

Figura 7.

En la figura 7 dos objetos diferentes en un tiempo tienen posiciones x y x enel eje de peso 0X . Ambos alcanzan el peso
M .

Las historias de vida de los objeto x y x" son distintas, objeto x"es “joven”, y en dos ciclos logra la posicion M . Para obtener el peso

. *x . SRR . P . .
M el objeto X usa cuatro ciclos, es “viejo”. El futuro de estos dos objetos tendrd que ser diferente. Se propone tomar en cuenta ciclos
(edad) que sean necesarios para reducir el peso de los objetos, con un valor del pardmetro individual. Considerar 1la funcién & = a(x,e)



. . , . .« . . . ’ . e . *
con una variable continua — parametro individual Xx y otra variable discreta — nimero de ciclos. La gréfica de desarrollo del objeto X es

a=a(x2), x>M yla graficade desarrollo del objeto x es & = a(x,4), x>M.

Conclusiones

Podemos decir que este tipo de modelos nos permiten predecir cuando es posible tomar recursos de la produccion y cuando se debe esperar o
modificar los pardmetros para una mejor eficiencia de sistema. También es notorio que no fueron considerados elementos estocdsticos
involucrados en las ecuaciones funcionales.
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